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Leccién n°9: Representables, adjuntos y Lema de Yoneda. EPN, 2021

En esta ultima leccién expresaremos algunos resultados y conceptos vinculados a los funtores
Hom(—, A) y Hom(A, —), en un categoria localmente pequenia <7, que nos demuestran que su
aplicacion es, en realidad, de una gran generalidad.

18. Funtores adjuntos

Los conceptos hasta ahora vistos, han permitido comparar un par de funtores paralelos

42%#%’.

Por ejemplo, podemos verificar si son isomorfos naturalmente o no. Por otro lado, ; Qué podemos
decir de un par de funtores con direcciones opuestas?
N N
o — B

y (Cudl es la relevancia de compararlos? Esto motiva otro concepto insigne de la teoria de
categorias.

Definiciéon. Dado un par de funtores en direcciones opuestas

ﬂ—% 2.

Entonces F' se dice adjunto (por la izquierda) de G y G un adjunto (por la derecha) de
F, y lo escribimos como F - G, si es que los funtores

Homg(F(—),—) : P x  —> Set

Hom g (—,G(—)) : P x BB —> Set,

donde Homg(F(—), —) := Homg(—, —)o(F?,15) y Homy(—,G(~)) := Homy(—, —)o(17), G);
son isomorfos naturalmente.

Observacion 44. FEscribir F - G es equivalente a que para, todo A € ob(</) y B € ob(A), se
tenga que
Homg(F(A), B) ~ Hom (A, G(B)),

naturalmente. Esto ultimo quiere decir, en primer lugar, que para cada flecha
f:F(A) — B,

en o existe una unica flecha

F:A-a(DB),



a la que es comin llamarla el adjunto de f. Al inverso de este isomorfismo lo denotaremos
también por el mismo simbolo, asi tenemos que f = f.

Por otro lado, el diagrama de naturalidad correspondiente nos dice, en este contexto, que para
todo g: A" - A € Hom(«) y todo h: B — B’ € Hom(%), se debe cumplir la conmutatividad
de

Hom(F(A), B) »

Hom, (A, G(B))

Hom  (F(g),h) Homg (9,G(h))

)

Homgy(F(A'), B') Hom,, (A, G(B'))

donde (7) no es mds que la funcién que asigna a cada flecha f su adjunto f.

Ahora, recordando como actia el funtor Hom(—, —) en flechas (por ejemplo, Homg(F(g), h)(f) =
(F(g9)*, he)(f) = hfF(g)), se tiene que, la conmutatividad del diagrama natural, es equivalente
a decir que para todo f : F(A) — B

hfF(g) = G(h)fy,
o alternativamente, dado que (7) denota su propio inverso, a que para todo l: A — G(B)
hlF(g) = G(h)lg.

Se puede comprobar que cualquiera de estas condiciones se puede simplificar, de tal manera que
obtenemos que la operacion () cumple, para todo f: F(A) - B yl: A— G(B)

hf=GMh)f y lg=I1F(g),
la cual es muchdé mds facil de comprobar en la prdictica.

Encontrar adjuntos se considera como una forma de relacionar procesos que no son inversos
pero que tienen cierta familiaridad, en el sentido de que toda flecha f : G(B) — A genera una
tinica flecha f : B — F(A). Es usual que se considere una adjuncion como lo mejor que se puede
tener a falta de un inverso, o que es un “inverso conceptual”.

La razon del nombre “funtor adjunto” se debe a que es similar a otros procesos matemdticos, por
ejemplo, un operador acotado T en un espacio de Hilbert H con producto interno {.,.) cumple,
por el isomorfismo de Riesz, en que

<T$7 y> = <I’, T*y>7

para todo x,y € H, donde T* es su operador adjunto. El lector debe notar la similitud de esta
relacion, con respecto a la que establecen F' y G, funtores adjuntos, en los hom-sets.

Ejemplo 18.1. En Algebm es usual que “Libre 4 Olvidadizo”, es decir, que un funtor
olvidadizo U : of — Set, con o/ una categoria concreta, de preferencia con objetos armados
de una estructura algebraica, tiene, en general, un adjunto por la izquierda definido como
un funtor libre.



= Sea k un campo, entonces tenemos la adjuncion
F
Vect, =——— Set,
U

con 4 U. Aqui I es el funtor libre que asigna a un conjunto S, el espacio vectorial libre
generado por S, el cual recordemos, estd conformado por sumas formales

D, a8,

seS

donde as € K y es igual a 0, excepto para un numero finito de indices s. Por otro lado, U
es el funtor olvidadizo que asigna a un espacio vectorial V' su conjunto subyacente U (V).

Ahora, construyamos una biyeccion
Homvect, (F(S),V) = Homget (S, U(V)),

para todo S, conjunto, y V', espacio vectorial.

Dada una flecha g : F(S) — V en Vecty, es decir, una aplicacion lineal, entonces definimos
una funcion de conjuntos g : S — U(V) simplemente como G(s) = g(s).

Por otro lado, si es que tenemos una funcion de conjuntos
f:8=>U(V),

entonces se define una aplicacion lineal f : F(S) — V, dada por su extension lineal, es

decir
?(Z ass) = Z asf(5>'

seS seS
Cualquiera de estas operaciones son el isomorfismo requerido, pues son inversas una de
la otra; es decir f = f y g = g para toda funcién de conjuntos f : S — U(V) y toda
aplicacion lineal g : F(S) — V. Esto no es dificil de comprobar.

También se debe verificar que este isomorfismo es natural, en nuestro caso esto se reduce
a comprobar que para todo g : F(S) =V y q:V — V/ lineales se tiene que

gog=U(q) oy,

y que para todo f: S —U(V), p: S — S funciones de conjuntos se tiene que

fop=foF(p),
lo cual se deja como ejercicio.
» Se tiene de manera similar adjunciones
Mon # Set,
F

Grp &———— Set,

G



con F 4 U, donde F es el funtor que manda cada conjunto a su monoide y grupo libre,
respectivamente.

De hecho, en general, para cualquier objeto libre F(X) con X conjunto y para cualquier
flecha g : F(X) — A en un categoria concreta <7, podemos determinar un iunico g : X —
U(A) cong=U(g)oi dondei:S — U(F(X)) es la inclusion que siempre existe para todo
objeto libre.

Ahora, usando la propiedad universal del objeto libre, tenemos también que para cada
f X — U(A) existe un tunico f : F(X) — A, tal que U(f)i = f. Entonces asi, en
este contexto, es solo cuestion de wverificar las igualdades que mos garantizan que estos
isomorfismos f — f, g — g, son naturales.

Ejemplo 18.2. Consideremos para cualquier categoria <7, el unico funtor
F:.o > 1,

donde 1 es la categoria con un solo objeto 1 y flecha. ;Qué significaria la existencia de funtores
adjuntos a F'?

En primer lugar, un funtor adjunto deberia ser de la forma G : 1 — & ; viéndolo como elemento
generalizado, es un objeto G € <7, es decir identificamos G con G(1).

Ahora, si es que es un adjunto por la derecha, debemos tener una biyeccion
Homj (1,1)  Hom (A4, G).

para todo A € ob(4f), es decir que cada conjunto hom(A,G) consta exactamente de un ele-
mento, por tanto G es en realidad un objeto final. De manera andloga, si G es adjunto por la
izquierda, entonces visto como objeto, es un objeto inicial.

Ejemplo 18.3. Dado un anillo R, el cual suponemos por facilidad que es conmutativo, y con-
sideramos un objeto A de Modg; entonces se tiene que

(—) ®R A — HomModR (A, —).

En efecto, como R es conmutativo entonces todo méddulo lo es por ambos lados y es un bimoddulo.
Luego, por los resultados de la anterior leccion, para cada B y C en Modg se tiene que BRr A
y Homnody, (A, C) también estan armados de una estructura de R-mddulo.

Ast, ambos funtores son Modr — Modg y tiene sentido buscar la biyeccion:
Hompjod, (B ®r A, C) = Homped , (B, Homyea, (4, C)),
requerida. Para probar lo anterior consideramos un R-mapa
f: B — Hompoea, (4, C),

ahora, sea la funcion
h:BxA—C,

definida por h(b,a) = (f(b))(a), para todo a y b. Esta funcion es bilineal, pues para todo a,a’ € A,
b,b' € B yre R se tiene que

B(b+Va) = (f(b+V))(a) = (FB) + F(¥))(a) = (FB)(a) + (FB))(a) = h(b,a) + h(}',a).



De manera andloga, h(b,a + a') = h(b,a) + h(b,a’) y h(rb,a) = (f(rb))(a) = (rf(b))(a) =
(f(0))(ra) = h(b,ra) = rh(b,a).

Por tanto, podemos usar la seqgunda propiedad universal del producto tensorial y obtenemos que
existe un unico R-mapa

B®rA— C,
al cual llamamos f tal que f(b® a) = h(b,a) para todo a€ A, be B.

Como la asignacion f — f es unica entonces hemos encontrado el isomorfismo deseado, solo
debemos verificar la naturalidad del mismo, el cual omitimos.

Es claro que si F : of — % es un isomorfismo de categorias entonces F~' 1 o/ — B es un
adjunto por la izquierda y también por la derecha, asignando para cada f : F(A) — B la flecha

f=FYf):A- FYB).

Por otro lado, no toda equivalencia tiene un adjunto, pero la siguiente caracterizacion nos dice
que en ese caso solo se mecesita verificar una propiedad universal.

Teorema 18.4. Dados dos funtores
F
o — " R
G
entonces F' < G si y solo si F' es una equivalencia, G es su pseudo-inverso y la respectiva
transformacion natural n: 1, — G o F' cumple la siguiente propiedad universal:

Para todo A € ob(«/), Beob(#) yl: A— G(B), existe un unico f : F(A) — B tal que

l=G(f)na.

Mas atun, ambas condiciones se relacionan por las siguientes iqualdades

l:G()na,

na = lpcay.

Demostracion. Ejercicio. Pista: Use las férmulas escritas al final del enunciado del teorema,
ademas de las ya conocidas

hf =G f vy lg=1F(g),

para definir una transformacién natural o un isomorfismo natural, respectivamente. ]

Observacién 45. Por lo anterior, todo funtor adjunto es una equivalencia.

19. Representables

En esta seccién también usaremos la notacién H4 y H 4, para referirnos a los funtores Hom(A, —)
y Hom(—, A), respectivamente.

Definicion. Un funtor
F: o — Set.



se dice representable si existe un A € ob() tal que

F =~ HA
en la categoria [/, Set]. La eleccion de un objeto A y un isomorfismo natural ¢ : F —> HA,, tal
que se cumpla lo anterior, se llama una representacion de F'.

Por otro lado, un funtor contravariante
G: AP — Set,
se dice representable si existe un A € ob(&) tal que
G >~ Hy,
en la categoria [27°P, Set]. Una representacion es, otra vez, una eleccion de un objeto e isomor-

fismo natural.

Observacién 46. Podemos pensar que un funtor representable es dificil de encontrar, después
de todo su comportamiento se puede determinar enteramente por un solo objeto A y por las
flechas que van o vienen del mismo. Sin embargo, como veremos mds adelante, siempre podemos
rescatar un funtor representable de cada categoria.

Este resultado se conoce como Lema de Yoneda y podemos pensarlo, intuitivamente, como el
hecho de que no existe pérdida de informacion al cambiar nuestra perspectiva de objetos a flechas.
Algo que ya hemos hecho, en repetidas ocasiones, en el producto de objetos, en los elementos
generalizados y en los mono y epimorfismos.

Ejemplo 19.1.

= P =~ Hy, donde & es el funtor contravariante que, ya hemos visto, asigna a cada conjunto
X su conjunto partes Z(X) y 2 es la categoria discreta con dos objetos.

En efecto, Z(X) =~ Homget (X, 2) naturalmente, pues para cada conjunto A < X, podemos
astgnar una unica funcion indicatriz zf : X — 2 con zf(m) =1sixe Ay0 caso contrario.

Entonces para todo f: X —'Y, funcion de conjuntos, el siguiente diagrama conmuta.

) —2Y L pix)

Hom(Y,2) — Hom(X,2)

con 2(f)(B) = f~1(B) e 2(X) para todo Be 2(Y).
= Un resultado similar en Top es vdlido.

Sea 2 como antes la categoria discreta con dos elementos, es decir un conjunto S = {0, 1}.
En este conjunto definimos la topologia

T ={d, 5 {1}}.

A S, armado de esta topologia, se le conoce como Espacio de Sierpinsky y tiene la
stguiente propiedad:



Sea A < X un abierto en algun espacio topoldgico X, entonces le corresponde una unica
funcion, que al igual que antes serd la indicatriz Z)A( : X — 8, la cual es continua porque

@) T =4, @3S =Xy @)D =2

Por tanto, si consideramos O, el funtor contravariante que envia un espacio topolégico X
al conjunto de todos sus subconjuntos abiertos, es decir su topologia O(X); tendremos de
forma andloga que

0 >~H S.
» En Vecty se tiene que (—)* = Hom(—, k), con lo cual es un funtor contravariante repre-
sentable.
Los ejemplos de funtores covariantes representables son més abundantes.
Ejemplo 19.2.

= Recuérdese la perspectiva de que un elemento x € S, en cualquier conjunto, se puede ver
como una funcion x : 1 — S con x(1) = x, es decir, como un elemento generalizado de
forma 1.

Esto se puede formalizar facilmente con el isomorfismo
Homget(1,5) =~ S,
para todo conjunto S; claramente, este isomorfismo natural. Luego
lget =~ H'.
De forma mds general, tenemos un funtor
ob : Cat — Set

que asigna a cada categoria o (pequeria), su conjunto de objetos ob(</).

Entonces, por un argumento similar, usando la categoria 1, con un solo objeto, tenemos
que
obx~ H?!.

s Para cada nimero primo p, consideramos el funtor
F, : Grp — Set,
donde se cumple que
F)(G) ={z e G : 2P =eq},

es decir, es el subconjunto de todos sus elementos de orden p. Notemos que cualquier
homomorfismo f : Z, — G determina un tnico elemento x € F,(G), con f(1) =z, ya que

a? = (f(1))? = f(p) = f(0) = eq.

De manera conversa, si es que tenemos Fy,(G), entonces para cada x € G, podemos definir
un homomorfismo f : Z, — G con f(1) = x, gracias a que 1 es generador de Z,. Ademds,
como p es primo, esta funcion estd determinada unicamente. Luego

Homgrp(Zp, —) = Fp,

mds aun, este isomorfismo es natural, lo cual se deja como verificacion.



= Consideremos el funtor grupo fundamental
7 : Toph* — Grp.

Ahora, recordemos que para cada X espacio topoldgico, se tiene que w1 (X) consta de clases
de homotopia de lazo de, valga la redundancia, lazos en X.

Los lazos en X los podemos ver, en analogia con los caminos que son funciones [0,1] — X,

como funciones
St - X

donde St es el circulo unitario.

No demostraremos lo siguiente, pero lo anterior es la observacion bdsica para tener que
U om =~ Toph*(S!, —)

donde U : Grp — Set es un funtor olvidadizo. Asi, esta composicion, es representable.

Lema 19.1. Si F: &/ > B, G: % — o y F 4G y dado un A € ob(), entonces se
tiene que el funtor

Hom, (A,G(—)) : # — Set

con Homy (A, G(—)) = Homy (A, —) o G, es representable.

Demostracion. Gracias a que son funtores adjuntos entonces con A fijo, tenemos que
Hom, (A, G(B)) = Homg(F(A), B)

para todo B, naturalmente.

Por tanto, hemos obtenido que

Hom 4 (A4, G(—)) =~ Homp(F(A),—) = H'4),

Teorema 19.3. Todo funtor U : &/ — Set que tiene un adjunto por la izquierda es
representable.

Demostracion. Como ya hemos visto en los ejemplos anteriores, si 1 es cualquier conjunto uni-
tario, entonces

Set(1,U(A)) = U(A)

naturalmente, para cada A € ob(&7). Luego, y usando también el anterior lema, se tiene que
U =~ Homget (1, U(—)) = HI'W

Asi U es representable. O



En particular, si U es un funtor olvidadizo y tiene como adjunto por la izquierda, a un funtor
libre F', entonces U estara representado por el objeto libre F'(1), es decir el objeto libre generado
por un conjunto unitario (recordemos que no importa cudl, ya que todo objeto libre es tinico
salvo isomorfismo y cardinalidad).

Por ejemplo (siendo estrictos es necesario, al igual que en la anterior seccién, verificar que estos
funtores tienen adjuntos por la izquierda los cuales son los funtores libres descritos), si es que
consideramos el funtor olvidadizo

U : Vect; — Set,

entonces como F'(1) = k (el espacio vectorial libre sobre &, de un conjunto unitario, es k mismo),
se concluye que U =~ H*.

Si es que, por otro lado, tomamos el funtor
U : CRing — Set,

entonces como F'(1), el anillo conmutativo libre generado por un conjunto unitario, es Z[z];
tenemos asi que U =~ HZl=l,

20. Lema de Yoneda

Siguiendo con la teoria general, notemos que
HA = Homd(—,A) : AP — Set,
por tanto, podemos definir
H_y: o — [/, Set],

el cual es un funtor, con H_y(A) = Ha y H_)f = Hy = Homy(—, f) para cada objeto A y
flecha f. Se puede verificar que

Homyi(_a f) : Hom%(_hg) = HOI’H%(—, fg)7
donde - es la composicién vertical en [</°P, Set].

De igual manera, se tiene un funtor H() : o7%? — [<7,Set], definido de la manera obvia, que
cumple con ser H(_y si es que &/ se remplaza por su categorfa opuesta.

Por tanto, le daremos més relevancia a H(_y y lo nombraremos como Incrustacién de Yone-
da, en inglés, “Yoneda’s Embedding”. Todo lo que demostraremos para el mismo tendra una
proposicién dual, valida para H(7), al que llamaremos su contravariante.

Este funtor es central para formular el famoso resultado:

Teorema 20.1 (Lema de Yoneda). Para toda categoria <7 (localmente pequena) se tiene
que
Homop get)(Ha, X) = X (A),

naturalmente, para todo A en o y X en [</°P, Set].

Observaciéon 47. Que el isomorfismo aqui sea natural significa que los funtores

Homyor set] (H (), —) := Hom(—, =) o (H*), 1[yor Set])



y Eval : o/°P x [o/°P,Set] — Set, definido por Eval(A,X) = X(A); sean isomorfos natural-
mente.

Esto, andlogo a como se hizo con los funtores adjuntos, es equivalente a las dos siguientes
condiciones:

1) Naturalidad en A: Para cada flecha h: A — A" en o/ y cada X en [o/°P,Set] se tiene que el
siguiente diagrama conmuta

Hom{0p set](Hn,1)

Hom{gon get](Har, X) Homop get](Ha, X)

I1e
e

X(h)

X(4) X(A)

2) Naturalidad en X : Para cada transformacion natural v : X — X' entre funtores o/°P — Set
y cada A en o/°P, se tiene que el siguiente diagrama conmuta

Homgop set](1,0)

Hom{op set] (Ha, X) Hom{/op get] (Ha, X')

12
e

X(A) - X'(A)

Demostracion. La idea es la siguiente, consideramos cualquier transformacién natural
a:Hy - X,

y lo que haremos es asignarle el elemento a4(14) € X (A), esto tiene sentido pues 14 € H4(A) =
Hom, (A, A).

Probemos que esta asignacién es un isomorfismo, y lo notaremos asi, posteriormente, como =.

Para ello, observemos que esta asignacién es inyectiva, porque si es que tenemos otra transfor-
macién natural 5: Hy — X tal que as(14) = Ba(14), entonces se tiene que

ap = 537
para todo B en &

En efecto, tomamos cualquier B, y luego cualquier f € Hy(B) = Hom(B,A). Como « es
transformacién natural, sabemos, por la definicién, que

X(f)(aa) = apf*,

como funciones

Hom(A, A) — X(B).
Asi, eligiendo 14 € Hom(A, A), tenemos que

X(f)a(la)) = ap(lac f) = ap(f), (1)



de donde
ap(f) = X(f)(aa(la)) = X(f)(Ba(1a)) = Br([)

por consiguiente, o = 3.

Probemos ahora que es sobreyectiva. Tomemos cualquier p € X (A), definimos una transforma-
cién natural o : H4 — X tal que aq(14) = p como sigue.

Para cada B en &7, definimos cada componente como ap : Hom(B, A) — X (B) declarando que
ap(h) = X(h)(p) para todo h : B — A. Es claro que a4(14) = p. Es transformacién natural
porque se cumple la siguiente igualdad, para todo f: C — B

ac o Hom(f, A)(h) =a(ho f),
=X(ho f)(p),
=X(f) o X(h)(p),
=X(f)as(h);

por tanto ac o Hy = X o ap.

Se deja como ejercicio probar que estas asignaciones son inversas, una de la otra, con lo cual se
encuentra que o — a4(14) es isomorfismo.

Para comprobar que este isomorfismo es natural en A, tomamos un h : A — A’ cualquiera.

Es importante notar que Hj, es una transformacién natural
Hy : Hy — Hy,
que actiia por post-composicion, en el sentido de que en cada componente
(H)p(f) = hf € Hom(B, A7),
para todo f € Hom(B, A).

Por otro lado, la flecha Hom(op get)(Hp, 1) actia por pre-composicién, en el sentido de que, a
cada transformacion natural
(7 HA’ — X,

le asocia la transformacion natural
a-Hy :Hy — X.

Con esto en mente, que el diagrama requerido conmute, es equivalente a que lo siguiente se
cumpla para toda transformacién natural o : Hgy — X:

X(h)(aa(la)) = aa(Hr)a(1a) = aa(h),
pero lo anterior es, en realidad, la misma ecuacién que (1).

Para la naturalidad con respecto a X, vemos que, para una transformacién natural v : X — X',
se tiene que la flecha Homop et (1,v) actua por post-composicion. Esto es, dado o : H4 — X,
se le asocia v -« : Hy — X'. Podemos ver asi que el diagrama conmutativo solo nos pide que
comprobemos

(v-@)a(la) = va(@a(la));
lo cual se obtiene, directamente, de la definicién de composiciéon vertical de transformaciones
naturales. O



Ejercicio 20.2. ;Cudl es el enunciado dual del Lema de Yoneda, el cual usa el funtor contra-
variante H() 2

Los corolarios del Lema de Yoneda nos hacen entender su importancia.

Teorema 20.3. La incrustacion de Yoneda (y su contraviante) es plena y fiel.

Demostracién. Dado cualquier A, B € ob(&7). Utilizamos el Lema de Yoneda con X = Hp
obteniendo asi que

Hom[op get](Ha, Hp) = Hp(A) = Hom (A, B),

por tanto H(_y : &/ — [&/°P,Set] es pleno y fiel, por definicién. Su contravariante cumple lo
mismo, usadon el enunciado dual del lema de Yoneda. ]

Observacién 48. En general, no se tiene que la incrustacion de Yoneda es inyectiva en objetos
(esto depende mucho de nuestra ariomatizacion al definir categorias), asi que segin nuestra
definicion de incrustacion, no es propiamente una. Sin embargo, la definicion de incrustacion
es usual que cambie cuando se trabaja en el dmbito de las 2-categorias para referirse a los funtores
plenos y fieles, asi que en ese contexto, que no exploramos a fondo, el nombre “incrustacion de
Yoneda”, estd justificado.

En una categoria (localmente pequena) <7 se tiene que que para todo A, B € ob(%)
A~ B« Hjy>~ Hp — H* >~ HP.

Maés aun, se tiene que A =~ B si y solo solamente si, para cualquier objeto C' en & se
satisface que
Hom%(C, A) = HOmQQy(C, B),

naturalmente. O, de forma alternativa
Hom,/ (A, C) ~ Hom (B, C),

naturalmente.

Demostracion. En la primera afirmacién, las dos implicaciones, se deducen directamente del
anterior teorema y su dual, respectivamente.

La segunda afirmacion se debe a la definicién de los funtores representables Hy y HA. O

El dltimo resultado nos dice, de forma informal, que en teoria de categorias toda la informacién
estd codificada en las flechas y que si dos elementos son indistinguibles, desde la perspectiva de
todas las flechas que van o llegan a ellos, deben ser practicamente los mismos.

Podemos pensarlo como un andlogo, en la matematica, a la ley llamada “Identidad de los indis-
cernibles”, que es un axioma en muchas teorias filésoficas, aunque aqui ha sido completamente
demostrado. La misma afirma, brevemente, que dos objetos son iguales cuando tienen todas sus
propiedades posibles en comiin. Esta ley es atribuida a Leibniz.

En este mismo carédcter, terminamos con una frase atribuida a Ravil Vakil, experto en geometria
algebraica, cuando le pidieron explicar el lema de Yoneda. Traducido al expafol:



Trabajas en un acelerador de particulas y quieres entender o estudiar a una de ellas. Lo unico
que puedes hacer es hacerle colisionar con otras particulas. Si ti entiendes como tu particula
misteriosa responde a todos las pruebas que haces, con todas las particulas posibles y con todos
los niveles de energia posibles; entonces tu sabes todo lo que hay que saber acerca de tu particula

misteriosa.



